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 denkleminin 
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 sınır koşullarını sağlayan çözümünü bulunuz.

Denklemin küresel koordinatlardaki ifadesini yazarsak;
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Çözümü kolaylaştırmak için sadece r’ye bağlı çözüm ararsak;
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Sonuç olarak;
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2. 
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problemini çözünüz.

Sınır üzerindeki fonksiyonun değeri verildiğine göre ortalama değer teoreminden yararlanarak merkezdeki değeri u(0, 0) = 0 olarak buluruz.

Verilen denklemi küresel koordinatlarda yazalım:
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,
0 ≤ θ ≤ 2π
u = U(r) için 
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 EMBED Microsoft Equation 3.0 [image: image18.wmf]0
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’da sınırlılık için, c1 = 0;
u(a) = 0 için, 
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buradan da,
u = U(r) = 
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[

6

1

]

[

6

1

2

2

2

2

2

a

r

a

y

x

-

=

-

+


olarak hesaplanır.


3. 
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 sınır koşulları altında çözünüz.

Denklemin küresel koordinatlardaki ifadesini yazarsak;
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Çözümü kolaylaştırmak için sadece r’ye bağlı çözüm ararsak;
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buradan da,
u = U(r) = 
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olarak hesaplanır.



4. Đ = {x2 + y2 ≤ 1} diski içinde (1 – x2 – y2) / (1 – 2x + x2 + y2) harmonik fonksiyonu için maksimum ilkesinin geçerliliğini inceleyiniz.

Maksimum ilkesi; Đ bağlantılı, sınırlı açık bir küme olmak üzere, u(x,y) Đ içinde harmonik ve Đ içinde sürekli ise ( Đ = Đ
[image: image34.wmf]¶
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Đ ) u’nun maksimum ve minimum değerlerine ∂Đ (sınır) üzerinde aldığını söyler.

Aksi taktirde, (maksimum durumunu incelersek) Đ içinde maksimum varsa 
Đ  içinde uxx < 0 ve uyy < 0 ifadelerini sağlayan noktalar bulunmalıdır. Bu durumda 
Δu < 0 olacağından, bu durum fonksiyonun harmonikliğiyle çelişir.

Bu bilgiye göre verilen u harmonik fonksiyonu incelenirse; 
Paydadaki (x – 1)2 + y2 = 0 terimi için fonksiyon (1, 0) noktasında tanımsız, bu yüzden maksimum ilkesi uygulanamaz.


5. u, Đ = {r < 2}  diskinde harmonik bir fonksiyon ve r = 2 için u = 3sin2θ + 1 değerini alsın. Çözümü bulmadan aşağıdaki soruları yanıtlayın.
(a) u’nun Đ içinde maksimum değerini bulunuz.

Fonksiyonun Đ kümesinde sürekli olması kabulüyle, fonksiyon maksimum değerini sınırda alır. Bu durumda u = 3sin2θ + 1 ifadesinin maksimum değerini aldığı değeri bulmamız yeterli olacaktır.

u´ = 6cos2θ = 0 için,  θ = π / 4, 3π / 4

0 ≤ θ ≤ 2π
Buradan θ = π / 4 için maksimum değerini, θ = 3π / 4 için minimum değerini alacaktır.
Sonuç olarak umax(r, θ) = u(2, π / 4) = 4 olarak bulunur.

(b) u’nun orijinde değerini hesaplayınız.

Ortalama değer teoremi kullanılırsa (Herhangi bir harmonik fonksiyonun dairesel bir bölgenin sınırındaki ortalama değeri, merkezindeki değerine eşittir);

Buna göre:
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olarak hesaplanır.


6. Δ2u = 0,

0 < x < a,
0 < y < b
ux = -a,

x = 0;

ux = 0,

x = a
uy = b,

x = 0;

uy = 0,

x = b

problemini çözünüz.

(Çözümün varlığı için gerek koşulun sağlandığını görün. Kısa bir yol olarak, çözümün değişkenlere göre 2. derece bir polinom olduğu kestirilebilir)

Kısa yoldan bir çözüm bulmak için, u = Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F olduğunu düşünelim.
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şeklinde keyfi bir sabitli çözüm ettik.
Yukarıdaki çözüme benzer yapıda sonsuz sayıda yeni çözüm bulunabilir.



7. Q = {0 < x < 1, 0 < y < a} karesi içinde,
u(x,0) = x, u(x,1) = 0, ux(0,y) = 0, ux(1,y) = y2 
sınır koşulları için harmonik bir fonksiyon bulunuz. 

Aşağıdaki iki problemi düşünelim ve ayrı ayrı çözelim. Çözüm u = v + w olacaktır.

I.
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II.
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8. Δ2u = 0,

r < a
u = 1 + sin3θ,
r = a

problemini çözünüz.

Verilen denklemi küresel koordinatlarda yazalım:
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,
0 ≤ θ ≤ 2π
Çözümü u(r,θ) = R(r).T(θ) şeklinde arayalım: ( T(θ) = T(θ+2nπ) )
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0 ≤ r < a
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( T(θ) = T(2π + θ) olduğundan periyodik )
n = 0
için
T = 
[image: image61.wmf]2
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R(r) = rn
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Diğer katsayılar diklikten sıfır olmak zorundadır.

[image: image64.wmf]q

q

3

sin

1

)

,

(

3

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

a

r

r

u



olarak bulunur.


9. Δ2u = 0,
r > a, 
u = 1 + sin3θ,
r = a;

u|r=∞ < M (sınırlı)
çözünüz.


[image: image65.wmf]...

,

3

,

2

,

1

)

sin

cos

(

2

1

0

=

=

+

+

=

å

¥

=

-

n

n

n

b

n

a

r

a

u

n

n

n

n

n

l

q

q



[image: image66.wmf]3

3

0

1

0

,

2

)

sin

cos

(

2

3

sin

1

)

,

(

a

b

a

n

b

n

a

a

a

a

u

n

n

n

n

=

=

Þ

+

+

=

+

=

å

¥

=

-

q

q

q

q


Diğer katsayılar sıfır olur.

[image: image67.wmf]q

q

3

sin

1

)

,

(

3

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

r

a

r

u



olarak bulunur.



10. Δ2u = 0,
r < a,
0 < θ < β
    u = θ,
r = a;
u = 0,
θ = 0;
u = β,
θ = β

çözünüz.

Verilen denklemi küresel koordinatlarda yazalım:
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0 ≤ θ ≤ 2π
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Sınır koşulları sabit (açısal daire kesiti sınırında), 
O halde, u = T(θ) olmalı.
u(θ) = T(θ) = α + βθ
Verilen koşulları sağlatırsak, u(θ) = T(θ) = θ istenen çözüm olarak bulunur.
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