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ÖDEVLER (3. Hafta)
1. J[y] = y(a) seçersek varyasyonu tanımdan bulunuz.

∆J[y] = J[y+h] – J[y] = y(a) + h(a) – y(a) = h(a) ( δJ[y] = h(a),
ε||h|| = 0

2. J[y] = y-1(a) seçersek varyasyonu tanımdan bulunuz.

∆J[y] = J[y+h]–J[y] = [y(a) + h(a)]-1 + y-1(a) = -h(a) / [y2(a) + y(a).h(a)] 
δJ[y] = -h(a) / y2(a)
 ve
ε||h|| < (hy2 + yh2 –hy2) / (y3 + hy2) = h2 / (y2 + hy)




ε < ||h|| / (y2 + hy)

3. α(x) [a,b]’de sürekli, her h(a) = h(b) = 0 olan sürekli h(x) fonksiyonu için; 
A(x) = ∫0xα(ξ).dξ denkleminde kısmi integrasyonla ∫α(x).h(x).dx = – ∫A(x).h’(x).dx olduğunu gösteriniz.

∫abα(x).h(x).dx = A(x).h(x)|ab – ∫abA(x).h’(x).dx
h(a) = h(b) = 0 olduğundan
∫abα(x).h(x).dx = – ∫abA(x).h’(x).dx

4. h(x) sürekli ve ∫abα(x).h(x).dx = 0
(
α(x) ≡ 0, [image: image1.png]


x Є [a,b]

∫abα(x).h(x).dx = 0



h(x) = - α(x).(x-a).(x-b) seçelim,
α(x) sürekli olduğundan h(x) de süreklidir.

Buradaki en önemli adım: 
α(x).h(x) ≥ 0
eşitsizliği [a,b]’de her zaman sağlanır.

Gelinen son noktada, sürekli non-negatif değer alan bir fonksiyonun integralinin sonucunun sıfır olması, ancak fonksiyonun sıfır fonksiyonu olması ile mümkündür. Buna göre:


α(x).h(x) = -α2(x).(x-a).(x-b) = 0
(
α(x) = 0 olmalıdır.

5. h’(x) sürekli ve ∫abα(x).h’(x).dx = 0
(
α(x) ≡ c, [image: image2.png]


x Є [a,b], c Є [image: image3.png]




(3) yardımıyla ∫abα’(x).h(x).dx = 0 olmalı,
(4) yardımıyla α’(x) = 0, buradan α(x) = c.

6. h’(x) sürekli ve ∫abα(x).h’’(x).dx = 0
(
α(x) ≡ c0 + c1x, [image: image4.png]


x Є [a,b], c0, c1 Є [image: image5.png]




(3) yardımıyla ∫abα’(x).h’(x).dx = 0 olmalı,
(5) yardımıyla α’(x) = c1, buradan α(x) = c0 + c1x.

7. Diferansiyellenebilir bir J[y] fonksiyonelinin bir y = y0’da extremumu olabilmesi için gerek şart varyasyonunun y = y0 için 0 olması, yani δJ[h] = 0 olmasıdır.

Diferansiyellenebilir J[y] fonksiyonelinin y = y0’da bir extremumu olduğunu düşünelim. Bu durumda, y = y0 + ε, (ε Є [image: image6.png]


+) için fonksiyonelin diferansiyeli 

i.
y1 = y0 + ε, (ε Є [image: image7.png]


+) için,

δJ[y1] = J[y1+h] – J[y1] > 0
ise


fonksiyonelin y = y0’da extremumu olması için


y2 = y0 – ε, (ε Є [image: image8.png]


+) olmak üzere,
δJ[y2] = J[y2+h] – J[y2] < 0
olmalıdır.


Bu durumda J[y] fonksiyonelinin y = y0’da bir minimum noktası vardır.



J[y] fonksiyonelinin y = y0’da diferansiyellenebilir bir fonksiyonel olduğuna göre,



limε(0 δJ[y0 + ε] = J[y0 + ε +h] – J[y0 + ε] ≥ 0 
ve


limε(0 δJ[y0 – ε] = J[y0 – ε +h] – J[y0 – ε] ≤ 0 
olması kullanılarak

y = y0 noktasında δJ[y0 + ε] = J[y0 – ε] olacağından, δJ[y0] = 0 olmak zorundadır.

ii.
Benzer şekilde ikinci durumda, ilk durumun tersi olarak,


δJ[y1] = J[y1+h] – J[y1] ≤ 0
   ve 
δJ[y2] = J[y2+h] – J[y2] ≥ 0
olmalıdır.


Bu durumda J[y] fonksiyonelinin y = y0’da bir maksimum noktası vardır.

8. Diferansiyellenebilir bir fonksiyonelin diferansiyeli tektir. (Tek olmasın, δ1 ve δ2 olsun, farkını alıp sıfıra gittiğini gösterin.)


J[y] fonksiyonelinin iki farklı diferansiyeli olduğunu varsayalım.

δ1 ≠ δ2 olmak üzere,

δ1 = δ1J[y] = J[y+h1] – J[y] 
ve

δ2 = δ2J[y] = J[y+h2] – J[y]
olsun.

δ1 – δ2 = J[y+h1] – J[y+h2]’dir

||h|| ( 0 iken φ[h] / ||h|| = 0 ise φ[h] ≡ 0 ‘dır. 

(bu lineer fonksiyoneller için geçerli  ( şimdilik işimi görmüyor)
