Veri Aglarinda Gecikme Modeli
Giris

Veri aglarindaki en 6nemli performans 6lgltlerinden biri paketlerin ortalama gecikmesidir. Agdaki
iletisim gecikmeleri 4 farkli gecikmeden kaynaklanir:

1. lIsleme Gecikmesi: Paketin dogru bir sekilde okunmasi ile paketin ¢ikisa verilmesi arasindaki
sire

2. Kuyruk Gecikmesi: Paketin iletisim igin bir kuyruga eklenmesi ile iletime baslamasi arasindaki
sure

3. lletim Gecikmesi: Paketin ilk ve son bitlerinin iletiimesi arasindaki siire

4. Yayllma Gecikmesi: Paketin son bitinin gonderilmesi ile paketin karsi tarafta alinmasi
arasindaki siire

Her baglanti yolu icin bir azami iletim kapasitesi mevcuttur. Eldeki spektrum farkli coklama teknikleri
kullanilarak bircok kullaniciya ayni anda hizmet verecek hale getirilebilir (frekans bélmeli coklama,
zaman bélmeli coklama, ...).

Kuyruk Modelleri

Bir paketin servis suresi L/C olarak ifade edilebilir. Burada L bit uzunlugu olarak paket boyutu ve C
bit/saniye cinsinden baglanti kapasitesidir. Boyle bir baglanti yolunda yer alan bir kuyruk sistemi
icin genellikle asagidaki niceliklerle ilgileniriz:

1. Sistemde ortalama kag adet paket vardir?
2. Herhangi bir paket icin ortalama gecikme siresi ne kadardir?

Sistemde n adet paket olma olasiligi P, ile gosterilirse sistemdeki ortalama kisi sayisi

N = z nk,
i=0

seklinde hesaplanabilir. ilk basta bos durumda olan bir sistem icin, a(t) ve f(t) ifadeleri sirasiyla;
sisteme [0 — t] araliginda gelen paket sayisi ile sistemde [0 — t] araliginda servis verilen paket
sayisini géstersin. Bu durumda t aninda sistemdeki paket sayisi N(t),

N(t) = a(t) — B(¢)

seklinde hesaplanabilir. Bu ifade yardimi ile Sekil-1'deki iki baginti arasinda kalan alan iki farkh sekilde

t B(®) a(t)
fN(T)dT=ZTi+ Z (t—t)
0 i=1 i=B(t)+1

olarak hesaplanabilir. Burada T; sistemde harcanan zamanlari ve t; gelis surelerini gésteriyor.
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Sekil 1: Sistemdeki giris ve gikislar

Bu durumda; esitligin her iki tarafini t ’ye boldiikten sonra, sag taraftaki ifadeyi a(t) ile bélip
carpabiliriz. Son adimda ise esitligin her iki tarafinin limitini sonsuza gotirirsek:

t B(®) a(t)

1 a(t Yicy Ti+ 2,2 (t—t)
lim —f N(t)dt = lim © lim == =g+ i
tooo t tooo t too a(t)

0

sonucunu elde ederiz. Buradan da, A ortalama paket gelme orani olmak lizere, N = AT seklinde ifade
edilen Little formiilii elde edilir. Sistemdeki toplam bekleme siiresi T yerine sadece kuyruktaki
bekleme siiresi olan W kullanilirsa, Little formiiliine benzer sekilde N, = AW ifadesi elde edilir. X
ortalama servis siiresi olmak iizere, hattin faydalanma orani p = 1X seklinde ifade edilir.

M/M/1 Kuyruk Sistemi

M/M/1 (Giris Dagilimi / Hizmet Dagilimi / Sunucu Sayisi) kuyruk sistemi tek sunuculu kuyruk
istasyonunu ifade etmektedir. Burada, paketler A parametresine bagli olarak Poisson dagilimiyla
sisteme gelirler. Dolayisiyla, paketlerin gelis slireleri arasindaki fark tstel olarak dagiimaktadir. Ayrica,
ortlamasi u~* olan Ustel dagilima gére kullanicilara hizmet verilir. M: belleksiz dagilim (Poisson -
Ustel), G: genel dagilim, D: belirli dagilim olarak ifade edilmektedir.

Little teoremi ve sonuglari burada da gegerlidir (N = AT). Ayrik zamanl Markov zincirlerini kullanarak
M/M/1 kuyruk sistemini Sekil-2’deki gibi ifade edebiliriz. Bu zincirde A siklikla (paket/saniye) yeni bir
paket gelirken, u siklikla (paket/saniye) da kuyruktaki paketlerden ilkine hizmet verilmektedir. Gelen
ve hizmet verilen paketlere gore kuyruktaki paket sayisi degismektedir. Bu durumda sonsuz uzunluklu
kuyruk icin asagidaki denklemler bulunabilir.
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Sekil 2: M/M/1 Kuyruk Sistemi - Markov Zinciri



Sistemin kararlihgini saglamak icin, her iki yondeki ilerleme olasiliklari esit olmalidir.
APy = b,
Faydalanma oraninin p = 1/ oldugunu kullanarak (1 = 1/X),
Py =pPp_1 =p"Py

ifadesi elde edilir. Tim digimlerde bulunma olasiliginin toplaminin 1 oldugunu kullanalim.

D P=D piP =P ) pi=
i=0 i=0 =0

Geometrik dizi agihmindan yararlanarak:

1
p0+p1+p2+...+pn+...:_
Py

b, =p"(1-p)

ifadesini elde ederiz. Buradan da kararh durumda kuyruk sistemindeki ortalama paket sayisini
asagidaki sekilde hesaplayabiliriz.

N =lim E{N(t)} = E iP; = E ipt(1—p)
1—00
i=0 i=0

< <« .
=p(1 —p)z ip™t=p(1 - p)a—z p'
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i=0 =0

a 1 P A
_p(l_p)%<1—p>_1—p_u—)l

Little teoreminden yararlanarak herhangi bir paketin sistemdeki ortalama bekleme siiresi:

N 1

Azu—l

olarak hesaplanir. Bu slireden hizmet alma siresini ¢ikartarak kuyrukta harcanan ortalama sireyi
asagidaki gibi hesaplayabiliriz.

1 1 p

W =T — Tserpis = ——=
servis L= u p—-2

Buradan da kuyruktaki ortalama paket sayisi asagidaki sekilde hesaplanabilir.

Nk:AW:

1-p



Gorildagu tzere; sistemin yalnizca faydalanilma orani kullanilarak, kuyruktaki ortalama paket sayisi
hesaplanabilmektedir.

1. N # N + 1 acaba neden?
Clink{, kuyruk sunucusu her zaman hizmet vermiyor. Aradaki farkin p oldugunu gorebilirsiniz.
2. Sisteme paket gelis hizini ve sunucunun hizmet verme hizini K katina cikarsak

(A; = KA ve u; = Ku) sistemin davranisi nasil degisir?
1

2 . . . " . _
N; = s oldugundan sistemdeki ortalama paket sayisi degismedi. Ancak, T; = G

oldugundan paketlerin ortalama bekleme stireleri azaldi.
3. Sistemin band genisligini K esit pargaya bolerek, her birindeki kuyruga bu veriyi dagitsak

(4; = %ve Wi = %), sistemin davranisi nasil degisir?
N; = ﬁ oldugundan sistemdeki ortalama paket sayisi degismedi. Ancak, T; = #KTA

oldugundan paketlerin ortalama bekleme siireleri artti.

M/M/m Kuyruk Sistemi

Bankadaki sistemlere benzer sekilde, kuyrugumuza toplam m adet sunucunun hizmet verdigini
duslinelim. Her bir kasiyer kuyrukta biri oldugu siirece hizmet sunsun.
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Sekil 3: M/M/m Kuyruk Sistemi - Markov Zinciri
ilk bélimde elde ettigimiz sonuclari benzer bir yoldan elde edelim.
nuP, = AP,_4, n<m

mubP, = AP,_4, n>m

2 .
Buradanda, p = — < 1 olmak uizere:

(mp)"
Po n! '’ =
B, =
mm n
Py p , n>m
m!

olarak bulunur. Bir sonraki adimda, Y;;2, B, = 1 kullanilirsa:
-1

P0=

& (mp)! L _(mp)"
i! m! (1 —p)

i=0

ifadesini elde ederiz. Sisteme yeni gelen bir paketin, m sunucunun hicbirisinin bosta olmamasi
sebebiyle kuyrukta bekleme olasiligi:
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olarak hesaplanir. Elde edilen bu sonug, Erlang C formiilii olarak da bilinmektedir. Gelinen son
asamada, kuyrukta bekleyen ortalama paket sayisi asagidaki gibi hesaplanabilir.

o) [ee) o)

. _om™p™ Po(mp)" O ., pPo(mp)™
N = Z i = Z P m . m Z = (1—p)2m!
i=0 i=0 i=0
Buradan da,
Ne P
Pk 1-— P

kuyrukta bekleyen ortalama paket sayisinin, sisteme yeni gelen bir paketin bosta sunucu bulamama
olasiligina gore degisimini gostermektedir. Yukaridaki denklem kuyrukta bekleyen paketler oldugu
zaman; M/M/m sistemlerinin, servis hizi mu olan M/M/1 sistemleri gibi davrandigini géstermektedir.
Diger onemli denklemleri de asagidaki gibi elde edebiliriz.

N P
weNe_ PP
A A1 -p)
1 1 P
T=—+W=- = 1/m
p PRETTE (p )
A AP P
N=aAT == k= Prk
po omp—2 1-p)
M/M /o0 Kuyruk Sistemi
nub, = APp_4
N1
R=o(y) o

Goruldugu Gzere, kararli durumda paket sayisi A/u parametreli Poisson dagilimi gibi davranmaktadir.
Sistemdeki ortalama paket sayisi N = A/u ve ortalama gecikme T = 1/u seklindedir.

M/M/m/m Kuyruk Sistemi: Kayipl1i m-Sunucu Sistemi

Bu sistemin M/M/m sisteminden farki, sisteme yeni bir paket geldiginde eger bos bir sunucu
bulamiyorsa, paket diismektedir. Bu yapi telefon sistemlerinde olduk¢a yogun sekilde
kullanilmaktadir.



Bunlara gore, yeni gelen bir paketin tiim sunuculari dolu bulup diisme olasiligi, diger adiyla Erlang B
formiili asagidaki gibi bulunur.

_ /" /m!

P
m P()

M/G/1 Kuyruk Sistemleri

Paketlerin gelisleri Poisson dagilimina uyarken, sunucularin verdikleri hizmetlerin Ustel yerine genel
dagilimda oldugu durumu inceleyelim. Bu durumda servis sirelerinin (X4, X5, ...) seklinde oldugunu
duslinelim. Bu durumda

X=E{X}= i = Ortalama servis siiresi

X2 = E{X?} = Servis siiresinin ikinci momenti

olmak tzere, i. paketin kuyrukta ortalama bekleme siiresi asagidaki gibi hesaplanir.

W;: i.paketin kuyruktaki bekleme siiresi; R;: hizmet alan bir paketin varligindan dolayi, i. paketin
kuyrukta fazladan bekledigi siire; X;: i. paketin servis slresi; N;: kuyrukta i.paketin 6niinde yer alan
paketlerin sayisini ifade etmektedir. Rasgele degiskenlerin birbirlerinden bagimsiz oldugu
varsayimiyla, yukaridaki formil icin beklenen degerleri hesaplayalim.

i-1

E(W;}=E{R}+E {Z E{Xj/Ni}} = E{R;} + XE{N;}

J=i=N;
Bu ifadenin i — oo i¢in limitini alirsak, asagidaki formuli elde ederiz.
1
W =R+-N,
u

Burada R ortalama artik bekleme siresini ifade eder ve R = lim;_,, E{R;} seklinde hesaplanir. Little
teoreminden (N, = AW) yararlanarak, W = R + pW (p = A/u) ifadesini elde ederiz. Buradan da W
yalniz birakilirsa asagidaki sonug elde edilir.



R degerini Sekil-4’ten yararlanarak hesaplayalim.

Ek Servis Siresi - r(t)

Xl Xl XM(t)
Zaman -t

Sekil 4: Ek Servis Slresi Hesabi

_ 1 M(t) ZM“) X?
fr(r)df Z 2 t M(t)

Bu ifade sonsuza goétirildiginde elde edilen R = %/’lﬁ denkleminden yararlanarak, literatlirde

Pollaczek-Khinchin formiill olarak bilinen asagidaki formil elde edilebilir.
X2
“20-p)
Bu formiil yardimiyla asagidakiler hesaplanabilir.
AX?
2(1-p)
A2x2
RETEE)
A2X?
N=rtaa—p

T=X+

Bu formiillerde iistel dagilim igin X2 = 2/u? ve belirli dagilim igin X2 = 1/u? ifadeleri gecerlidir.

Tatilli M/G/1 Kuyruk Sistemleri

Her yogun calismanin ardindan sunucunun bir siireligine tatile ¢iktigini varsayalim. Bu durum gergek
hayatta, sistemler arasi kontrol paketlerinin gonderilmesine karsi diismektedir. Eger tatil bittiginde
sistem hala bossa, hemen yeni bir tatil baslamaktadir. Bu durumda sisteme yeni gelen bir paket ya
kendinden 6nceki paketlere hizmet verilmesini ya da tatildeki sunucuyu ve 6niindeki paketlere
hizmet verilmesini bekler. Bu durumda R’nin hesaplanmasinda kullanilan denklem asagidaki sekli alir.

M(t) L(t)

1 2 1 2
fr(r)dr_ sz szi
i=



Burada M (t), t anina kadar tamamlanmis hizmet sayisini; L(t), t anina kadar gorilen tatil sayisini
ifade eder. Bu durumda ortalama kuyrukta bekleme siresi asagidaki gibi hesaplanir.

W_Aﬁ'+ﬁ
T 2(1-p) 2V

Yukaridaki formiilde V ve V2 siraisyla tatil sirelerinin birinci ve ikinci momentini ifade etmektedir.

Oncelikli Kuyruklar

M/G/1 sistemleri icin n farkl 6ncelik sinifinin tanimli oldugu durumu inceleyelim. k. dncelik sinifi igin
gelme orani ve servis siiresinin ilk iki momenti sirasiyla Ay, X, = 1/uy ,X_,f seklinde verilebilir.
Sirasini Bekleyen Oncelik

Distk oncelikli servisteki paketin tamamlanmasinin beklendigi durumdur. Daha 6nceden P-K
formilind elde ettigimiz yapida birinci siniftaki paketlerin kuyruktaki ortalama bekleme siireleri
asagidaki gibi bulunur.

W, =R +—N}
H1

ve buradan da N} = A, W, kullanilarak agagidaki son hali elde edilir.

R

W; = .
17 1-p,

ikinci &ncelikli siniftaki paketler icin de benzer bir bekleme siiresi hesabi yapilabilir. ilk hesaptan farkl
olarak ikinci siniftaki kuyrukta yer alan paketler ilk siniftaki paketleri de bekleyeceklerdir. Bu durum
asagidaki sekilde ifade edilebilir.

1 1 1 2
W2:R+_Nk +_Nk +p1W2
251 H2

Buradan da ikinci dncelikteki paketlerin ortalama bekleme siresi asagidaki gibi hesaplanir.

R

HCIRR R T g

Herhangi bir paket icin ortalama gecikme:

1
T =—+W,
k Ly k

olarak hesaplanmaktadir. Bu durumlari¢in R = %Z?:l AiX_lz olarak hesaplanabilir.



